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METODO DE LAS SY 


El Metodo de Calculo de Estructuras,conocido como de las SY, 
se basa en la aplicación grafica del Primer Teorema de Castigliano, y en con- 
creto es un procedimiento de calculo distinto de los clasicos,que lo hace no so- 
lo independiente,sino que posibilita discernir la importancia de cada una de las 
acciones,consideradas particularizadas o interconectadas.Su importancia es de 
tal categoria que en la literatura rusa de estructuras se le atribuye el desarrollo 
del Metodo al Profesor Vereshagin, aunque en el resto de los paises se le define 
como el Metodo de las SY,que mas adelante en su explicacion se aclara dicha 
denominacion. 

Para poder comprender plenamente al Metodo,se deben recordar 
ciertas consideraciones de carácter general de las estructuras. 


TRABAJOS EXTERNOS E INTERNOS 


Las acciones externas producen,como se sabe, unas deformaciones 
en las estructuras, que si no se sobrepasa el limite elastico en ninguna seccion , 
quedan contrarrestadas por las reacciones internas de toda la estructura. 

Como en dicho caso se cumple la Ley de Hooke, el trabajo de cada 
accion viene representado por el area triangular de dicha Ley, y de admitir que 
todas las acciones colaboran simultaneamente, se puede escribir que el Trabajo 
Externo vale 


de = Y ZPÓ +A M0. 


es decir,que es el sumatorio de los trabajos de sus fuerzas (o pesos) por sus des- 
plazamientos, y de sus momentos por sus giros correspondientes, afectados por 
el coeficiente Y. de la Ley de Hooke. 


Las deformaciones de la estructura produciran momentos,cortantes, 
esfuerzos normales, y momentos de torsion en todas las secciones, pudiendose 
escribir de la misma forma 


E | M du +1/2 | Ndé +1/2 j Táy pajas des, 


El calculo de los ea elementales se deducen de la ecuacion de la 
elastica MN 


Ag qe = hi 
Le El 


del modulo de a A 
N/s dio L de 

E=- ñ “Es 

EA a 


€ 
del modulo de elasticidad transversal 


dyr=. 
de e id a 


MA An y E - Ás 


G= y. 


dwt/ds 


y el concepto de integracion es a la actuacion a lo largo de todas las barras de la 
estructura.El equilibrio de la misma exige que ambos trabajos sean iguales 


y del giro de torsion 


Z E E 1 2 
E Ein dcran Ldos de dean | 25d 
$ ET JES 365 (73 


TEOREMA DE CASTIGLIANO 


Se define diciendo que “La derivada de la energia del sistema con respec- 
to a una accion es el desplazamiento de esta ultima”. Para su demostracion se par- 
te de la expresion de la Energia externa en la que se particulariza una accion con- 
creta,que sin perder la generalidad sesupone es la carga Pe. 

La expresion de la energia externa sera 


Le=v 2pP.58 +12 3 Mw +12 Pe.be 


Incrementando la carga Pe se produce el incremento de Se , y de todos 
los desplazamientos, y como las demas acciones no han sido alteradas,los trabajos 
de estas no se ven afectados por la reduccion Y, por lo que el incremento de la 
energia como consecuencia de dPe vale 


ale=3 P4ó +ZMdW +Pedde +1/2 dPe.dÍe (1) 


4 5 
en el que se ha anadido el termino afectado por Y. porque dee se produce simul- 
taneamente con dPe. 


Si por otro lado en la formula de la Energia Externa se calcula la diferencial 
teniendo en cuenta las variaciones de los deplazamientos con dPe 


dTe=4ZP.dó +1/2 23M do/ +1/2 Pedóe +1/2 dPe.d e 
o lo que es igual al multiplicar por 2 


2.d Le= pra P.dd + FX Mdw + Pedóe + dPe.ó e 


restando de esta expresion la encontrada antes (1) queda 
df e = dPe.d e -- Y dPe.d b 
y despreciando el producto de las dos diferenciales resulta 
d Cel ¿ Pe = be 


quedando demostrado el Teorema. 


SY 


Considerando en una barra en particular de una estructura los efectos hiper- 
estaticos de sus extremos,que los definimos por M y MP, el efecto de M en una 
seccion de su barra a la distancia x de su extremo izquierdo vale deducido de la 
proporcion 


L 
L-x mx= M( 1 - x/L) 

=L 
Xx m'x= M? ( x/L) 


es decir que en general el momento en una seccion producido por su hiperestatica 
viene dado por la expresion lineal 


mx=X(az+ b.x) 
con la particularidad de que su derivada respecto a X 
dmx/dX =a + b.x 


tiene el mismo diagrama que X cuando dicha X vale la unidad. 


(49) 


Aplicando el Teorema de Castigliano, a la expresion de la Energia Interna,que 
sin perder la generalidad lo hacemos solo al termino de los momentos flectores 


Ll e= A MÍ ds 


Er 
por lo que el desplazmiento de una hiperestatica X vale 


A X= M (a+bx)ds= a AL ds +b Mx. ds 
EL lcd 
que a su vez se puede poner en la forma 


nacen es la abscisa de centro de gravedad del area ) Les 
pu 


M 
X= A =5.Y 


en la que S es la expresion de las areas de momentos divididas por El de toda la estruc- 
tura ,e 


Y=a + b.xg 


es la ORDENADA del diagrama de momentos para X= 1, correspondiente al centro de 
gravedad xg, de las areas de momentos expresadas por $. 


EQUILIBRIOS EN LA SECCION DE UNA BARRA 


Al dar un corte en una seccion de una barra debe de producirse el equilibrio 
entre los ef ectos de ambos lados del corte. 


YM M 


Al aplicar el Metodo de las SY en ambos lados se obtienen los respectivos 
desplazamientos,que por las direcciones opuestas para equilibrarse se puede ex 
presar con los subindices (1 para las secciones a izquierda y D para las de dere- 
Cha) 


eg ? e En 
u= - Uy Iw> -- vo | du, = 00, 


que es lo mismo que las igualdades 


n 


—> l y Os 
Uy + uu, =0 v_]+ a =() Al + LU] =0 


que ayudan para calcular los desplazamientos en una seccion cualequiera.Basta 
encontrar los seis desplazamientos porMetodo, y al expresar las tres ecuaciones 
ultimas se obtienen las incognitas de los efectos del corte , X Y y M,que sustitui- 
das en los desplazamientos de uno de los lados, se obtendran los verdaderos valo- 
rescon solo dividirlos por El.( Teniendo cuidado con las unidades) 


* FUERZAS COAXIALES 


Si en una estructura se tienen dos fuerzas coaxiales Fa y Fb , la expresion 
de la Energia sera una funcion de ambas 


O Eo]: ak 
calculando la diferencial d £ ets A e 0 PD 
Da Df 
se observa que por el Teorema de Castigliano 
Di, = d Fa y —-= dFb 
a DF 


son los desplazamientos de Fa y Fb. Si ambas fuerzas fuesen iguales en valor abso- 


luto ,pero de direccion contraria 


DEL (ara +drb) 


y si a su vez estan aplicadas en una misma barra (o cable ) ,la separacion de ambas 
fuerzas seria cero,asi como su desplazamiento. Ello justifica que se puede aplicar 
el Metodo cortando la barra (o el cable ) por cualquier seccion y expresar SY=0. 


BARRAS SUPERFLUAS Y RESTANTES ACCIONES 


Es el caso de estructuras reforzadas por cables,como se ha explicado, o de 
barras que por su naturaleza no trabajan a flexion ,o interesa conocer la importan- 
cia de otras acciones (esfuerzos normales, tangenciales o torsiones).Se puede apli- 
car perfectamente el Metodo,porque como se explico, solamente en la expresion 
de la Energia se tomo el termino de flexion,aunque en realidad existen los de las 
otras acciones.Se debe advertir no obstante que los diagramas al ser de distinta 
naturaleza no se deben mezclar, y los respectivos productos se deben dividir por 
EI ,en la flexion, por ES ,en esfuerzos normales, por GS , en los tangenciales y 
por GJ en las torsiones. 


PROBLEMAS QUE RESUELVE EL METODO 


Teniendo presente que el Metodo lo que hace encontrar desplazamientos, 
puede resolver los siguientes problemas: 


1) Calcula Hiperestaticas ,si se conocen los desplazamientos,normalmen- 
te cero. 

2) Calcula desplazamientos y giros en una seccion,pudiendo ser aquellos 
de una direccion prefijada 

3) Determinacion de efectos en una seccion, por la compatibilidad de 
desplazamientos 

4) Estructuras con barras superabundantes 

y 5) Actuacion de acciones diferentes a las flexiones. 


PROPIEDADES DE LA PARABOLA DE GRADO N 


Para aplicación del Metodo de las SY son necesarias las determinaciones de unas 
areas,buscar sus centros de gravedad ,y por las abscisas de estos, encontrar las ordenadas del efecto 
unitario colocado en lugar de la hiperestatica. 

Como los diagramas que se utilizan tanto en los momentos hiperestaticos , como en 
cortantes, efectos normales ,o en momentos de torsion son lineales,de grado dos, y a lo sumo de 
grado tres,resulta muy comodo estudiar las propiedades de la parabola de grado n, que abarca todos 
los casos posibles.(La demostracion que sigue fue desarrollada por D.Jose Manuel Molina Sanchez, 
quien amablemente nos autoriza su inclusion.) 

Asi, sea la parabola generica de grado n 

hu 
y=A.x 


que suponemos pasa por el punto de coordenadas (a,b) 


que se aprecia que para n=0 y= A recta paralela a OX 
para n= 1 y= Ax recta que define un triangulo 
para n= 2 y= Ax parabola de grado 2 

etc.etc. 


El area de la parabola generica sera 
A | e $1] 
E "A DA 


ay a x dx= 
> : 


formula que nos da las evidencias 


para n=0 Area del rectangulo =a..b 
para n=1 Area del triangulo =- 2,2 
para n=2 Area de la parabola grado 2= a.b/3 


etc.etc. 


La abscisa del centro de gravedad de la misma parabola generica sera 


U E 140 PI 
) 
[o [e 


f ne ah 4b 
y 13) n+2 


que nos expresa las abscisas del centro de gravedad medidas desde el extremo derecho. Asi 


para n=0 x'g=del rectangulo a.b 


= a/2 
para n=1 x'"g=del triangulo  a.b2= a/3 
para n=2 .x'g=de parabola grado2  = a/4 

etc.etc. 


Aunque no son necesarias en el Metodo, las ordenadas de los centros de gravedad ni las areas 


de las zonas complementarias de las calculadas,se incluyen no obstante 


ps ny) 

Asi para n= ya=b/3 
n=2 ya= 3b/10 
n=3 


ya= 2b/7 etc etc. 


Zonas complementarias (B) 


que para n=0 Area =0 
n=]1 Area triangulo = a.b/2 
n=2 Area complementaria parabola = 2.a.b/3 etc.etc. 
y A b Clas) 
e o a(n+i) 
XQ Ln EE A A = xg(Ay2 
nel Ed ( Y 3+2 
hy) 
OT CN 
yg= A ( b.b/2 -- CP nl rc jan 
nab_ cn +1] 2 (2041 ) 23) 
n $1 
que para n=0 yb= b/2 


n= 2 yb = 3b/5 etc.etc,. 


PARTICION DE UNA PARABOLA EN VARIAS AREAS 


Por la importancia en la aplicacion del Metodo de las SY, estudiemos la particion de 


una parabola de grado dos,al considerar dividida su longitud en dos partes. Supongamos que 


la parabola esta poducida por una carga uniforme de p k/m. - el 


a 


(2 
pel 
El valor en el punto A es 7 a. 
l lá 2 
en el punto B = pltirlal” = JS +(p.L,)L_ + la 12 
y p Ye 4 +3 -L¿)L, . 
152% 
es decir, el area de la zona AB es la suma de un rectangulo de longitud L y altura A 


de un triangulo de base L . 2 Y alturaenB=p.L, . L Á la carga del vano L, por distancia L2 >) 


y una parabola de grado dos correspondiente al peso uniforme p en el vano L-z . 


Si extendemos el concepto a la parabola de grado tres ( como es el caso del diagrama de 


momentos de una carga uniformemente creciente de 0 a p en una viga ) 


X L 
Mx = 3,2 e de de 
z 2 q 
3 
bl 
porloque en A * Ma= oodrmmmmmne= 
1 (1,412) PLL +2a 
y en Bo Mb cti menes dame 
40 Ha E 
say 
Observese que ----=-->-- €s el area de la zona parabolica de OA ,por lo que el tramo AB se com- 


pone tambien de un rectangulo, de un triangulo y de otra parabola (de carga variable entre A y B). 


10) 


Ejemplo_n? A Zouz Sy. 
Seáad la estructura adjunta en la «¡ue E=2.10* K/cmé e 


I= 500 cm”, y se pide aeterminar la reacción y el giro 
el B, y el giro y el desplazamiento vertical en A. 


A 2400 ión, , 
PA 
PP Zm im a 


Solución: La estructura se hace isostítica, ponienio 
como incognita Y, la reacción vertical en Bo. pe esa 
manera se tienen los diagramas «e momentos adjuntos 


1loY 4400 
Las ¿feas de momentos valen (1): (2) 12202 
El EI 
Los dentros de ¿raveuad estan 
en el área 1 a 2 me del empotramiento 
en el área 2 a 1.5 mi uel empotramiento 


y midiendo las respectivas oraenadas en el diagrama 
3 £ e . . , 

de Y=1 (mo hace falta dibujarlo teniendo el de Y) 

dan y=4 e yz -4,5 por lo que 


15Y 14400 


que supone expresar que el desplazamiento de y=0. 

El signo negativo del término numérico es consee 
cuencia de tener el área 2 distinto signo que el corres 
pondiente a Y=1 y por ello el valor de le ordenada es 


> 4 e 5, 


le la ecuación anterior se deduce 


14400 x 4.5 dá, dea 
id 18 x = 900 k. h 1 o — [eps 


Para determinar el giro en A, aplicamos sobre la 
estructura dada, sin cargas, el momento 1] en A, Aumout 
se sabe que se transmite al ciupotreamiento «nn valor la 
mitau se va comprobar utilizuanuao el Método; 


he Te Y 
É EI - 2 Ya - EL = O 
ls. 3/ SY 51 + 
4 loY/ El 4 Y a 1/41 


Momento en cl capobraniento rr 6 x Ya C,5 


1%) 


Tenitndo :¿n cuente las ¿rcas anteriormente Cáalcu 


dédvasy y miuienúuo alota lez oraernsueas en él dia rama de 


Y, 4uecian 


ne SÓ y(Y,=1) 
4 lsyY 10200 O O 
Pr El A 
, 14400 ira ua » 
2 — 4 yo 0,25= > hrs 
' D9AO00-61200 _ - 1500 
SY = EI AS El 


“a 


4) 
Como 1800 son m*",x = 15000000 ci .k 
AS A y , y 
y El= 2.10% k/cu x 600 cm = 1600,10% cm .k 


queuda ; 18 yY 
SY = (y ¿7 Pa A =  —=-0.,04125 radianes= 
10600,J10 
== 0238402 "40 


el signo nesativo quiere úecie que tiozirFro es sisnistror 


£uile 


se procecerá como entes apli 


Fara el giro en Á, 
la +ección A, por 


Cánuo ui momento dilaady pero alora en 


lo ue 
eN D Y =1]) 
o > A O 
j ES g o. =10 Ye 
Lo EI EI 
b l9Y., ; 
- de 
El ue Olue Y 
y ul sueétituir en (1d Últino ciogroma se convierte en 
A 
Ye! Yh 
asa 
S/ 
| 13d, 
A 


aunque es preferible utilizar los diagramas que siguen porque es mas facil 
medir las ordenadas,por lo que quedan,por diferencias las y 


um S =] 

1 7200 1,1111 
2 1800 1,2222 
3 7200 1.08333 
4 4266.66 -1,25 

5 6400 -1,08333 
6 3200 -1.22222 
7 533.333 -1.29166 


de donde  =(7200*1.11+1800*1.22+7200*1.083-4266.66*1.25-6400* 
1.0833-3200*1.2222-533,33*1.29166)/El= 
= 1133.3/160000=0,007083 rad.= 0 0” 25.5”” 
giro a derecha por ser positivo. di 


para el desplazamiento en A se aplica la carga +1 en dicha seccion y 
encontramos como diagrama en donde calculamos por SY la reaccion en 2 


re 


2 +A d num S 3=] 
, —>” 8 2 -16/3 


SY=- 32/3 +72Y3=0 Y3=4/27 


que da el diagrama para por diferencias obtener el desplazamiento de A 
(ponemos al final el denominador El) 


num S Y3=] 
1 7200 0.39506173 
2 1800  -0.54320987 
3 7200  -0.25925925 
4 4266.6 -0.444444 
o 6400  0.25925925 
6 3200 0.54320987 
hi 533.33 0.68518518 


por lo que 
d(en AFFSY= (7200*0.39506-1800*0.5432-7200*0.25925-4266.66* 
0.444+6400*0.25925+3200*0.5432+533.33*0.68518/El= 


=1866.666/160000= 0.01166 m., 


ES 


Heifia wz 13 


Bios PT IA A: EME Ps Ad El ea EE + ES A E 
Determinar si aijagrañda de liouientos e la estructura 
S 
Mis 


COn Peso pleylo 


7 q 


taz de la rótula (xX,Y) y cunasi- 
lema como un voladizo se Lienen 


3740 


HT o ae 
O e AD Lar 


derando entonces 
A E Nai AS NA ss ¡E E e 
14048 diagramas de hcomeñútos e 


É > A 
A as Mes 
AE E EE 


Yo +op0 


que dan las áreas y vrdenadas: +60 


» a ar PRESA EST 
Ne A y (X=1) y (Y=1) 
24] av ) 

EN Ea 4/3 2 
” e ”n y 
a LUA Ó de? 

Oy a/ 

3 «ad 0 3 -D 
A q 2 na 
Y EE sl, a 
| Ps n A 
po] Ú a * ¿E 
E E a TES 
di base a Aid 


9 3 
10 FL25G0 : 
11 6250 E ES 
OQque das el sislema 


22.0606 5 + SD 62200 
49 X lizado Y E 1657709 
cuya solución es X= -1381.16 K Y= 1908.29 K 


diagramas y Ssumandolos 


Finpiuje ls 


Oh 


| 


= e: a = 4 = A A: Ha 0 E | A E 
CALutidasz €s Giic Yu dea CObhkid y tel Aesjplasdallilod.) Vel, did 
Ea E e A Ea ” n*f ES e to 7 Ts 1 | 
punto Ay Sadie ES 21076 KICEME € 1=900 cm? 


> 
$ 
SS 


Solución: El problema al ser hiperestático de primer grado(una lncog- 
al 


nitá vertic 
miento, 


en la rótula, y reacción vertical y momento en el empotra 
para sólo dos ecuaciones V=0 y M=0), se resuelve primera- 


mente dicha hiperestaticidad expresando como incogaita el cortante en 
la rótula, cuyo desplazamiento es cero. Así aplicando SY se tiene 


y al 


que par 


( 
tula al 
js 


Para 


+1 en 


sustituir dichos valor: 


por 1009) y así se Gpela 


A N 92 ca v(Y=1) 
o a ' 2000 : 1 350 -3 
== A A EN 8Y 8/3 


Y 


Ly de dende 61Y/3 =- L3500 


A A A DAA 
GO 304 a. CIA A hos 


- 


Aplicando el momento 1 en la cótula resclremos igualmente la hiper- 
estaticidad con las áreas 


* a] q. ER 
N2 S ( 1) 


ña 


sa Ta 2] 303 


= 3Y 2/3 
a 


de donde GAY7/3 - 


ha mo Y= 0.375 k. 
y 1 


s en su diagrama y considerar el de ri 
a mejor opgerar mu Los sudáamos, determinamcs «el giro de la ró 


considerar las areas 1 y 2 con las ordenadas medidas €: LD y € 
N2.. S yiNead y 
1 3500/€ 1.1251 
2 BREA. LOI/EL L=2*1.5/3 

O= 562.5 Exma/FET hxca2=562.5:x10%4/2x900x1 =0.0603125 radianes= 

= (2 EEE 
determinar el desplazamiento vertical eun A, aplicamos la carga 
A, y el resaltado da los mismos números del primer diagrama diwij- 


e mueoa 

2d y (17=1) 

O/T 24 4.8924375 = BGA.5033975510"6/1800510"5= 
502 -D¿Al 1.6875:1.666 = 0.3125 cum. 


Ha 


15) 


Ejercicio _n? h Pa Sy 


Calcular la fuerza que se produce en.el tirante de la 
estructura adjunta, teniendo en cuenta no solo los efec 
tos de flexión, sino los de esfuerzos normales em el ti 
rante y en el poste, y el de cortanmtes en éste último, 
com los datos siguientes : Poste es un perfil H, con 
valores A=65.3 em2, p=51,2 k/m 1_=3831 cm 6 Tirante = 

1 fÓ 2cm = $=3.1416 em2 . Para ambos E=2.10 k/cm2 

= Ty7 +.107 k/cm2 


Solución: Dando un corte por el tirante para expresar la 
fuerza con que trabaja ,X,se 
producen los diagramas siguien 
tes lovol/ 


Diagramas de esfúierzos normales 


Syb = 2043k 


De los que se deducen pura 


el Método 
n? S X=] 
1008 añ E 8000/Et,  -4 (2/3 


y 2x/sr,  4V2/3 
4 V2x/2.3,14 1 
2 Y2x/B.65,3 2/2 
409,6/£.65,3  12/2 
4000/G.65,3 12/2 
2 Y2 x/G.65,3 Ve/2 


pi 
“E 
$ 
0 
Z AU GU 


16) 


320002 1 32X 4V2 Xx ,.,/2x 204,8 : 2X-200 
SY=( - oo + E O ENCCACN 


Si se tiene sólo en cuemta los términos que afectan a la 
flexión Y al.esfuerzo normal del tirante 
Xx = 1328,31 K 
si se considera además el efecto normal en el poste 
X=  1326,79 K 
y si se añade el efecto tamgencial del poste 
X=  1327,02 K 


lo que demuestra que en la práctica es sufibiente consi- 


derar los efectos de fkexióm, que incluso son más conser 
vadores. 


Ejercicio nt) 


Una estructura está formada por una pieza de momento de 
inercia I = 1000 cmk4, reforzada por redondos de 2 cm2 de 
sección según el dibujo adjunto.Se pide dibuja £l diagra 
ma de momentos de la pieza principal. 


Jopole Ñ 
AM NW 9/Vn 


Solución 

La estructura es isostática exteriormente e hiperestáti 
ca en su interior a Causa de los redondos de refuerzo. 
Láamando X al esfuerzo que hace la barra vertical, el 
problema se reduce a una viga apoyada con dos cargas 
1000 k, y X. Aplicando a los diagramas de momentos jun 
tos con los de tracción y de compresión de las barras 
de refuerzo, se puede aplicar el cálculo de la separa- 
ción relativa de dos secciones contiguas, utilizando el 
Método. 


Du) 


17 
e—T!+ a ' 
( AL AAA 
hy hn yy=96 de ' 22445 = V2y2r 


17) : 


Así se tienen 


n? Ss X=1 

1 3000 A 
EI 

2 1500 -1.75 
El 

3 112 a 
El 3 

h 2275 -1,5 
El 

5 81X 1.5 
16E1 

6 81Xx 1.5 
16E1 

7 2X 1 
ES | 

8 = 9 24, 25X 24,25 


Efectuando SY = O se: tiene 
-3000 -26 -2250 -5062, 43 X 4.2 - ne 
a 25 -2250 -3062.5 + 23D)/0x 4(2 + E js 


-8 Y 
I 1000 x 10 “py 
es decir como S = Dx 10% ye ,05 


queda — =12937.5 px (¿2 + 0% + 0.373179)= 0 


X = 826.11 k. 


y sustituyendo en su diagrama queda para la pieza princi 
pal 


METODO _DE LAS ROTACIONES 


Consiste este Metodo de Calculo de Estructuras en determinar los desplazamien- 
tos de los extremos de las barras,tanto giros como traslaciones,en funcion de los datos de las 
barras y de las hipótesis de cargas. 

En primer lugar conviene tener en cuenta unos conceptos que también se tienen 

se utilizan en el Metodo de Cross, como son la Rigidez de la barra y el Coeficiente de trans- 
misión de los momentos de un extremo al opuesto de la misma. 
Repetiremos la demostración de los mismos: 

Rigidez- Se denomina rigidez de una barra a la relacion entre el momento que actua 
en el extremo apoyado de una barra,empotrada en el otro,y el angulo que gira. 

Para la demostracion de dichos conceptos se necesitan utilizar los dos primeros 
Teoremas de Mohr, ellos se suponen conocidos. 

Coeficiente de Transmision de un momento a traves de una barra ,que se aplica en 
un extremo apoyado y se transmite asu otro extremo empotrado.Para ello supongamos que el 
momento que llega al extremo empotrado sea M” .La barra,esta sometida a este y al aplicado 
en el otro extremo M, que dan sus respectivos diagramas dibujados. Aplicando el segundo 
Teorema de Mohr, al tomar momentos estaticos de las areas de momentos respecto al extremo 


de M 


L 
M' 
. AAA | 
M se tiene M 
mb ML 2Lk ss e. Wen- L 
Z 36 2 EL de 


resultando por lo tanto el diagrama corregido siguiente, ya que el signo menos 
expresa que el diagrama de M?” esta en distinto lado de la barra que el de M. 


L 


m) 


A 


€ 


y siguiendo a Cross al coeficiente de transmision se le denomina ly y queda como valor 


pen 


haciendonos ver que el signo de giro de M? fisicamente es igual que el del giro de M. 


12 


2 


Rigidez de una Barra, que se supone apoyada en el extremo en que se aplica 
el momento M,y en dicho apoyo se produce el giro Aséstando el otro extremo empotrado 


": 


Por el Primer Teorema de Mohr, el angulo ¿que gira es igual al de las tangentes en ambos 
extremos de la elastica y que afecta a todo el diagrama de momentos,pero por el coeficiente 
de transmision se tienen los dos diagramas de M y de su transmitido de valor M/2,por lo que 


AR 6% AEr de donde k-My0* = 4EVL 
L M/2 
M 


METODO DE LAS ROTACIONES = Supongamos una barra perfectamente empotrada 
en sus extremos y cargada con una hipotesis de carga, que produce a su vez unos momen- 


tos de empotramiento perfecto M y Mm) en sus extremos izquierdo y derecho. 


h KO ...o 
M > | M K0%2 


Si se gira el extremo izquierdo un angulo O ,los momentos M y M?” ,quedan alterados 
(este por el coeficiente de transmision) y se convierten en 

. > de 
M y iS y M + e 


Aplicando otro giro en el extremo derecho se producira ahora el a cambio a 


] | UN L / 
m+1o+ 2 wr + eb 


Y por ultimo si se trasladan relativamente los extremos una magnitud se producira 


un giro de la barra  /L  ,yde obligar a que la secciones empotradas de la barra manten- 
su posicion inicial,ello supone un giro en cada extremo de valor también de /L ,porlo 
los momentos resultantes en los extremos seran incluidos los transmitidos 


M= M+K0+K0/2+KÍL+Kb/2L= M +K0+K9/2+3K M/2L 
M'= mM +K0+K02 +K9L +K (2L= M' +K0+K02 +3K/2L 


que son las formulas a aplicar en el Metodo. 


Modo de Operar 


De aplicar las formulas deducidas para cada extremo de todas las barras,se aprecia 
que a priori solo se conocen los momentos de empotramiento perfecto iniciales, de acuerdo 
con las hipotesis de carga de cada barra,asi como los coeficientes K y las longitudes L. 

Por lo tanto son incognitas los giros de los nudos, y los desplazamientos relativos, 
que si se dividen estos por las longitudes de sus barras dan los giros de rotacion de dichas 
barras.(Se explica asi la denominacion del Metodo=Giros de nudos y giros de barras). 

Teniendo todas las ecuaciones de los momentos en los extremos de todas las barras 
es suficiente con expresar el equilibrio de todos los nudos ( Suma de los momentos de los 
extremos que inciden en cada nudo) para tener tantas ecuaciones como giros de los nudos. 

Para el Calculo de las traslaciones A ,que solamente se producen en las barras que 
pueden desplazarse sus extremos relativamente,se utiliza el equilibrio de estos desplazamien- 
tos: por ejemplo, si existen unos empujes exteriores,como pueden ser vientos horizontales 
sobre una estructura vertical, en cada planta se veran afectados sus pilares, debiendo equilibrar- 
dichos empujes con el efecto contrario que produzcan los momentos de los extremos de los 
pilares en dicha planta, y asi se obtendrian las ecuaciones para determinar las traslaciones. 

Conocidas las incognitas es suficiente sustituirlas en las ecuaciones M y M? de todas las 
barras para tener conocidos los referidos momentos y poder dibujar el diagrama de momentos 
de la estructura. 

El calculo de las traslaciones no siempre es tan facil de encontrar porque hay estructuras 
en que puede dudarse como se producen los empujes y sobre todo como actuan sobre ciertas 
barras, para indicar sus traslaciones.Para ayudarse en lo posible se puede utilizar el Teorema 
de las Proyecciones. 


Zo 


Teorema de las Proyecciones 


Supongamos un poligono cerrado de n lados (se ha dibujado solo de cuatro),que forma 
cada lado un angulo «L con el eje horizontal OX. 


Y 


Por ser cerrado se puede escribir 
=$ Lio, cell >= 0 
T li fu E Oy) 


es decir que la suma de sus proyecciones, dandole sentido a las mismas es cero.Si se cargase 
el poligono con una hipotesis de carga,se deformaria incrementandose o reduciendose los 
angulos en valores muy pequehos,pero a pesar de ello el poligono se mantendria cerrado 
y podria entonces escribirse tambien 
5] (Airddi) - FLAN 
» ; Bulá . E A EA “ES 
Bl Salas 0 di) 3 Li Bed cola i + 221 001 kn de 


diem dali 3 Li den A deba: 


Al ser los incrementos pequeños se pueden sustituir por 
cos ha y sen Do; = De 


A eN 51 ds A Dlls 


Fiz lol » Dali Ro 


que por las (1) se reducen a e ] a 
Didac dde =* 


3 ¿Enel Del =7 
Pero observese que ¿il Ley 
Y Airad” Lux 


son las proyecciones de las barra respecto a los eje coordenados, ANTES DE SUFRIR LA 
TRANSFORMACION por las cargas aplicadas, quedando como formulas practicas: 


SILA . del: == 


Pies UA 25 


Por Rotaciones 


¿percicio n* 
y 1 AS 
(A) 


En este ejercicio se pedia el momento de empotramiento en 1) ,el giro en la rotula y el 
giro y el desplazamiento en 2).Para lograr estos ultimos,supongamos que el punto 2) es 
un nudo.Con El=16*10"6 k*cm”2=16*10"4 k*m"2 que suponemos esta inclui-do ek las 
incognitas se tiene: 
K 12=4E1/2= 2 K23=4E1/4= 1 
En vano 12 pl"2/12= 400*4/12= 133.333 mk. 
- —s = 400*16/12=533.333 mk. 


M12= -133.333 + 02—43/2)*D/2= --133.333 + 82 -1.5 D 

M21= 133.333+2*02—1.5 D 

M23=- 533.333+02+0.5*03-+(3/2)*1*D/4= --533.333D2+493/2+0.375*D 
M32= 533.333+0.5*02-+483+0.375*D 

Equilibrio de Nudos= 


| 


M21+M23= -400 +3*02+0.5*93-—1.125*D=0 
M32= 533.333+0.5'02+83+0.375'D=0 


Empuje= 
1200 + (M12+M21)/2 (M23+M32)4=1200+1 125*22-0.375*B-1.6875*D=0 


por lo que queda el sistema: 


El9 ElÓ3 EID Independiente 
3 


0.5 -1.125 = 400 
0.5 1 0.375 =  -533,333 
o » 1.125 0.375 1.6875 = 1200 
e que resuelto da 
EI = 1133.333 mk % =0.00708333 rad.=0*25.5”” 
ElW3=-1800 mk. 3=-0.01125 rad.= 38”40.48”” 
ElD= 1866.66mk D=0.0116 m. 


M12= -133.333+E102—1.5*EID=-133.333+1 133.333-1.5*1866.66=-1800mk. 


Observese que el haber considerado como un nudo al punto 2) el ejercicio es mas 
rapido por este Metodo que por el de las SY pero ello no niega las ventajas de este 
cuando se conocen los desplazamientos,si ademas son cero. 


LY 


JE 
Ejemplo num.F 1Y s 
300k —Ñ 


Peso sobre faldones 2000 km. 


Sea el Portico a dos aguas adjunto,cargado en los faldones por 2000 k/m y 
empujes en los nudos 1 y 2,de 400 k y 300 k.respectivamente. 
Las cargas perpendiculares sobre los faldones seran 


q= 2000 x 4/5 = 1600 k/m.faldon 
Momentos de empotramiento perfecto = + lóoo x25 /12 =L +13333.3333 mk. 
Rigideces K12=K23 = 4El/5 = 0.8 K14=K35= 4El/4 = 1 
Los nudos que pueden girar y que daran tróincognitas son el 1,2 y 3. 


Los empujes a priori no explican cuantas traslaciones se producen en las barras,por lo 
que utilizamos el Teorema de las Proyecciones: 


Verticalmente 4 0214+3 X12-3 /23 --4 x 35 =0 
Horizontalmente 0 ¿/14+4 212+4 y 23 +0-2 35 =0 


si Al=sel12 A23=5x% 23 Alé=40l14 y / 35=40o414 
quedan  p23=-f£ 12 y 5214+3412--3423--5 A 35=0 
o sea Ma3=-p12  b3s=12 A 12+ A 14 
por lo que solo hay dos traslaciones diferentes A 12 y Á 14, 


Con los datos que se tienen planteamos las ecuaciones de los momentos en las 
barras: 


M12= - 3333.333 + 0.8 OÍ +0.4 02+3x0.8x / 12/(2x5) 
M21=  3333.333+0.8 02+0.4 91+0.24 / 12 

M23 = - 3333.333 +0.8 02+0.4 03-024 A 12 

M32= 3333.333+0.8 93+0,4 02 --0.24 /) 12 

Mli4=  01+3x1x 214/0x4) 

M41= 0.5 9Í +0.375 LD 14 

M35= 93 +0375b35= 93 +0.45 Í 12+0.375 D 14 
M53= 0.503+0.45 $ 12 +0.,375 ) 14 


Equilibrio de Nudos: 
Nudo 1= M12+M14=0 Nudo 2 = M21+M23=0 Nudo 3 = M32 + M35 =0 


Como los empujes no estan tan inmediatos sus efectos, nos ayudamos introduciendo 
dos incognitas auxiliares X e Y, componentes de las reacciones en un empotramiento 
que suponemos el izquierdo 4. 

Expresamos ahora los equilibrios de los efectos en los nudos 1,2,3 y 5,con los 
que obtenemos siete ecuaciones,con las tres de equilibrio de nudos, que resuelven las 
incognitas: Asi 


Momentos en Nudo 1=  M41 + M14-4x X=0 

Momentos en Nudo 2 = M41 + M21-7xX+4x Y -3x400-5x2000x2=0 
Momentos en Nudo 3= M41 + M32-4xX+8x Y +3x300- 10x 2000x4=0 
Momentos en Nudo 5 = M41 + M53 + 8 x Y +400 x 4 +300 x 7 -— 10 x 2000 x4=0 


- Eliminando las incognitas X e Y entre estas ecuaciones se obtienen las dos que son 
necesarias 
M14 + M41 — M32 + M53 +2800 =0 
2 M21 -3.5 M14 -2.5 M41 - M53 + 33900 =0 
Sustituyendo los valores de las M queda el sistema 


Ol 0 O 012 D 14 IND. 
1.8 0.4 0 0.24 0.375 = 3333.3333 
0.4 1.6 0.4 0 0. = 0 

0 0.4 1.8 0.21 0.375  = -3333.3333 
1.5 -0.4 -0.3 0.69 1125 = 533.333 
395  -16 0.5 -0.03 2,625 = 40566.6666 

que resuelto da  .01=2874.707 02 =-411.7648  03=-1227.648 
/ 12 = -23919.07 LD 14= 10837.72 


y al sustituir en las formulas de los momentos quedan 
M12 = - 6938.85 mk. M23= 1586.77 mk. M14= 6938.85 mk. M35 =-7927,09 mk. 
M21 =- 1586.77 mk. M32= 7927.09 mk. M41 = 5501.50 mk. M53 = -7313.26 mk. 


que se puede ya dibujar el diagrama de momentos de la estructura 
1586.77 


5501.50 


24 


Ejemplo num.2 5 


so L 2 
AS 
3m. 
1005 - 
6 4 
5m. 
ám. 
5 6 


Sea el portico adjunto cargado en el dintel superior con 500 k/m y 1000k/m 
en el inferior.Empujes horizontales en dintel 12=500 k. y en dintel 34 =1000 k. 

Estudiemos la existencia de las traslaciones utilizando el Teorema de las 
Proyecciones 

En la celula superior (1,2,4,3) 


proyecciones horizontales 0.0 3+ $5. ely, - 0. 2y7 5. EN E 
proyecciones verticales 3.02 + 001), =- 3 0. Ay 


que se reducen a 59% 2bn =5:%y= Dg 
3.07 Bj323oby Dz 


y el la celula inferior (3,4,6,5) el cierre se produce por el suelo de giro nulo 


proyecciones horizontales 0. zp" 5. oy Oy 5 Ar =0 
proyecciones verticales 4, eb + 0.lay= tajo" 0.kgaA =0 


que sereducena 5.0 = Dy= 
AS dba 


llegandose a la conclusion de que b12=D7y = Ba, Dar=Aye =8, » y 1) e Das = () 
por lo que el problema solo tiene dos desplazamientos laterales,correspondientes a cada 
planta, cosa que intuitivamente se presentia. 

Calculemos los momentos de empotramiento perfecto en 


m12 =-- m21 =-- (500 x 5 12)/12=-- 1041.6666 
m34 =-- m43 = -- (1000x 52)/12 = -- 2083.3333 


dintel superior 
dintel inferior 


Rigideces: K12=K34 = 4El/5 =0.8  K13=K24=4E//3= 1.33 K35=K46=4E1/4=1 
(Ver Observacion al final del Ejemplo) 

Teniendo por incognitas los giros en los nudos 1,2,3,y 4 y dos traslaciones por empujes 

en los dinteles, tenemos las ecuaciones de los momentos en los extremos de las barras 


MI2=-1041.6+0.8 9 +0.4 22 
M34=-2083.3 + 0.803 +0.4 24 
M13= 1.3 91 +0.6,03 +3x1.3XJ. 1/(2x3) 
M24= 1.302 +0.604+0.6x 21 
M35= ,03+3x1x ) 2/(2x4) 

M46= Q4+0375x ) 2 


Equilibrio de nudos: 


Nudo 1 = M12 + M13 
Nudo 3 = M31 + M34 +M35 


Equilibrio de empujes 


En dintel 12 
en dintel 34 


M21= 1041.6+0.4 W1+0.8 02 
M43= 2083.3 +0.4 03 +0.8 04 
M31= 0.6 P1 +1.3,03 + 0.6x /,1 
M42=0.6 02 +1.3 04+0.6x 7 1 
M53=0.5,03 +0.375x / 2 
M64= 0.504 +0.375x /D 2 


Nudo 2 = M21 +M24 
Nudo 4 = M42 +M43 +M46 


(M13 + M31 + M24 + M42)/3 + 500 =0 
(M35 + M53 + M46 + M64/4 +1500=0 


1500=Suma de 500 y 1000 (de ambos dinteles) 


Sustituyendo valores queda el sistema simetrico 


SÁ 2 pa gi m2 3 1 
2.133 0.4 0.666 0 0.666 0 = 1041,666 
0,4 2.133 0 0.666 0.666 0 =--1041.666 
0.666 0 3.133 0.4 0.666 0.375 = 2083.333 
0 0.666 0.4 3,133 0.666 0.375  =--2083,333 
0.666 0.666 0.666 0.666 0.888 0 = --500 
0 0 0.375 0,375 0 0.375 = --1500 
que resuelto da Á = 832,8441768 ÓL = 153,4963 Ó = 1822.931 
2% =464,2354 1 12=--3017.6302  /134=--6287.1664 


que al sustituirlos en las formulas de los momentos quedan 


M12= --31399 mk. M13 = 
M21= 1497.60 mk. M31 = 
M34= --439,29 mk. 
M43= 3183.89 mk. 


M24 = --1497.60 mk. 
M42 = --1290.44 mk. 


M35 = --534.76 mk. 
M53 = 1446.22 mk. 
M46 = --1393.45 mk. 
M64 = --2125.57mk. 


313.99 mk. 
974.05 mk. 


con los que ya se puede dibujar los diagramas de momentos de la estructura. 


313,99 he pe 2788.04--1288.04=1500 mk 
1288.04 2784. 04) 150073 = 500 k. 


974.05 3m 


1980.98+4019.02=6000mk 
4 m. 2019.02 6000/4 = 1500 k. 


Observacion: En rigor los resultados del sistema dan los giros y los desplazamientos 
multiplicados por El pero al volverlos a sustituir en las formulas de los momentos,no 
influye el haber prescindido de dicho producto.Claro esta que si lo que interesa es co- 
nocer dichos giros y desplazamientos habra que dividirlos por EL teniendo cuidado con 
las unidades tanto de E como de 1. 


: > : 2h CIO 
loc EEES e dd A, SNLVO bid Al ie 


Se AttactWén ón el metodo de tax SY. 


a 


AS l 495 e | EM en e A pan Vs de ds . Ts ENE e 6 IRA a 
Calcular el pórtico con peso en 108 pares Cde 500 R/m.e 1=00460 Cila 
e A A a TN Oe ELA A a má ars y Sn patas Tas 
ta sección del tirante =2 cil. Se supone el mismo E para hodes las 


barras 


> 


Para aplicar SY utilizamos los siguientes diagramas de momentos 


X 


se tienen las siguientes areas y ordenadas 


la] 


3 y (V=1) ¿(E=1) y (X=1) 


Ñ = 
1 10V 8/3 E =2 
2 10V 20.3 4 1 
3 20V 6 NS) ao 
4 24v 8 ¿es 0 Como los diagramas de 
E 4.51 0 2 0 momentos van divididos 
6 Ts 0/3 2d =2 por El y los normales 
7 10H 2 4.5 =D del tirante por ES,al 
8 TS 16/3 5 2 igualar los productos 
9 15H 6 4.5 5 a cero,se puede supri- 
10 4.5H 8 2 0 mir E y al multiplicar 
11 TAX -8/3 =E 2 por T queda para el 
13 Te DE -16/3 =$ 2 área 12% % 
27 (8BxX(150.02) 0 o 1 1/8 = £0CX10* dano) 
+2 3332 2933 ea E E ” e AO 
dd Dd d o dd 2) te ds e. ld a ERA 
14 25000 =$ =D La na mui= 
15 25000 20/3 =2 1 
16 83333039 2) Da da 0.70 
17 60000 -8 “1.5 0 


Gperando con el Método se ocbtiene el sistema 


405,203 Y + al68 MH - 60 X - 880000 =0 
216 V + 228 H = TB XxX = 381666, 6=0 
60 Y -- 75E +30.32% + 91666.606=0 


que es tanto como expresar que V y H no se mueven y que 
las acciones normales en el tirante en cualquier sección 
se e 


Ge 
juilibran. 

resultado del sistema es 
V= 2524.78 Rk. H= -369.93 KR. (contrario a lo supuesto) 
y X=1057.91 k. dando un diagrama 


| 


4 1109,79 
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